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Трикутники. Площі трикутників
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	Теорема Піфагора.
Обернена теорема до теореми Піфагора
Теорема Піфагора. Якщо в ΔВС 
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C = 90°, то 
АВ2 = АС2 + ВС2 (с2 = а2 + b2).
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	Обернена теорема. Якщо в ΔАВС  АВ2 = АС2 + ВС2, то 
[image: image11.wmf]Ð

C = 90°.

	Піфагорові трійки чисел
Якщо числа а , b , с такі, що а2 + b2 = с2, то трійка чисел а , b , с — піфагорова трійка, а трикутники зі сторонами а , b , с — піфагорові.
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	Єгипетський трикутник
	Піфагорові трикутники

	Застосування подібності трикутників

	Властивість бісектриси трикутника
Якщо в ΔАВС: D 
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ВС , 
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BAD = 
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CAD (AD — бісектриса), то 
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Бісектриса трикутника ділить проти​лежну сторону  на  відрізки, пропорційні двом іншим сторонам.
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	Площа трикутника. 
Якщо в ΔABC: ha — висота, проведена до сторони a, то SАВС = 
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SАВС = 
[image: image23.wmf]2

1

absinC 
Наслідки
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	Прямокутний трикутник

	Якщо трикутник рівно- сторонній зі стороною a, то

	SАВС = 
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Тотожності sin2α + cos2α = 1; sin(180°- α) = sinα;  cos(180°- α) = -cosα; sin(90°- α) = cosα;
cos(90°- α) = sinα. 
	Функція
	Кут
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	cos α
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Теореми косинусів
Теорема. Квадрат будь-якої сторони трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших сторін без подвоєного добутку цих сторін на косинус кута між ними.
Розв'язування задач
1. Сторони трикутника дорівнюють 1 см, 3
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 см і 5 см. Знай​діть кут, який лежить проти найбільшої сторони.
Розв'язання
Нехай у трикутнику ABC а = 1 см, b = 3
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 см, с = 5 см. За теоремою косинусів маємо: с2 = b2+ a2 – 2bacosγ, тоді 52 = 12 + 
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cosγ;   25 = 19 – 6
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cosγ = - 6; cosγ = 
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тоді γ = 180° - 45° = 135°.
Відповідь. 135°.
2. Дві сторони трикутника а і с дорівнюють 5 см і 7 см, а кут γ дорівнює 60°. Знайдіть сторону b.
Розв'язання
За теорему косинусів маємо: 
с2 = а2 + b2 – 2abcosγ, або 72 = 52 + b2 – 2 · 5 ·  bcos60°, 

звідси 49 = 25 + b2 – 5b, або b2 – 5b – 24 = 0. Роз​в'язавши рівняння, одержимо b1 = 8; b2 = -3. Оскільки b > 0, то значення b2 не задовольняє умову задачі.
Відповідь. 8 см.
Теорема косинусів дозволяє також за даними сторонами три​кутника знаходити його кути.
Так, із рівності a2 = b2 + c2 – 2bccosα одержуємо: 2bccosα = b2 + с2 – а2, звідси cosα = 
[image: image53.wmf]bc

a

c

b

2

2

2

2

-

+

.

Якщо а2 < b2 + с2, то b2 + с2 – а2 > 0 і, отже, cosα > 0, тобто 0° < α < 90° , кут 
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А — гострий.
Якщо а2 = b2 + с2, то b2 + с2 – а2 = 0 і, отже, cosα = 0, тоб​то α = 90°, 
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A — прямий.
Якщо а2 > b2 + с2, то b2 + с2 – а2 < 0 і, отже, cosα < 0, тобто 90° < α < 180°, 
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A — тупий.
Таким чином, користуючись теоремою косинусів, можна ви​значати вид кутів (гострий, прямий, тупий) трикутника, не об​числюючи самих кутів.
Розв'язування вправ
Визначте вид кута трикутника, який лежить проти найбіль​шої сторони, якщо сторони трикутника дорівнюють:
а) 7 м, 8 м, 12 м;
б) 3 см, 4 см, 5 см;
в) 8, 10, 12.
Розв'язання
а) Оскільки (72 + 82) – 122 = 49 + 64 – 144 = - 31 < 0, то кут, який лежить проти найбільшої сторони, є тупим.
б) Оскільки (32 + 42) – 52 = 9 + 16 – 25 = 0, то кут, який лежить проти найбільшої сторони, є прямим.
в) Оскільки (82 + 102) – 122 = 64 + 100 – 144 = 20 > 0, то кут, який лежить проти найбільшої сторони, є гострим.
Наслідки з теореми косинусів
Квадрат сторони трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших сторін «±» подвоєний добуток однієї з них на проекцію другої на першу. Знак «+» слід брати тоді, коли протилежний кут тупий, а знак «-» кут гострий
Застосування теореми косинусів
Користуючись теоремою косинусів, можна довести кілька важливих теорем.
Наприклад: сума квадратів діагоналей паралелограма дорівнює сумі квадратів усіх його сторін. 
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Вивчення теореми синусів
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Таким чином, сторони трикутника пропорційні до синусів протилежних кутів, відношення сторони трикутника до синуса протилежного кута дорівнює діаметру кола, описаного навколо трикутника.
Визначення трикутника за трьома основними елементами
З ознак рівності трикутників випливає, що трикутник визна​чається трьома основними елементами, серед яких хоча б один лінійний. Розв'язати трикутник означає за його трьома даними основними елементами знайти три інші елементи.
Із шести основних елементів трикутника по три елементи можуть сполучатися такі

1) сторона і два прилеглі кути;
2) дві сторони і кут між ними;
3) дві сторони і кут, протилежний одній із сторін;
4) три сторони.

Чотири випадки розв'язування трикутників
1-й випадок
Нехай задано сторону а і кути А і В трикутника ABC. Треба знайти кут С і сторони b і с трикутника ABC.
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За теоремою синусів 
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За теоремою синусів 
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Розв'язування задачі№1
Дано сторону а = 5 і два кути трикутника β = 30°, γ = 45°. Знайдіть третій кут та інші дві сторони трикутника.
Розв'язання
α = 180° - β - γ = 180° - 30° - 45° = 105°.
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Відповідь, α = 105°, b 
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 2,59, с 
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Розв'язування задачі№2
Дано сторону і два кути трикутника. Знайдіть третій кут та інші дві сторони трикутника, якщо:  а = 20, α = 75°, β = 60°; 
Розв'язання
γ = 180° - α - β = 180° - 75° - 60° = 45°.
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Відповідь. γ = 45°, b 
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2-й випадок
Нехай задано сторони а і b та кут між ними С. Треба знайти сторону с та кути В і А. Сторону с знайдемо за теоремою косинусів: с2 = a2 + b2 – 2abcosC,    c = 
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Кут А можна знайти за теоремою косинусів:
a2 = b2 + c2 – 2bccosA, звідси 
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Кут А можна знайти за теоремою синусів: 
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Тоді 
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Розв'язування задачі №1
Дано дві сторони трикутника b = 14, с = 10 і кут між ними α = 145°. Знайдіть інші два кути і третю сторону трикутника.

Розв'язання
a2 = b2 + c2 – 2bccosα; a2 = 196 + 100 – 2 ∙ 14 ∙ 10 ∙ cos145° 
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 296 + 229,36 = 525,36; а 
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 0,3507; β 
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γ = 180° - α - β 
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 180° - 145° - 21° = 14°. 
Відповідь, а 
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3-й випадок
 Нехай задано три сторони а, b, с трикутника ABC. Треба знайти кути А, В, С. За теоремою косинусів знайдемо кут А:
а2 = b2 + с2 – 2bccosA , звідси 
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Тоді за теоремою синусів знайдемо кут В: 
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Розв'язування задачі№1
Дано три сторони трикутника a = 1, b = 3, с = 4. Знайдіть його кути.

Розв'язання
а2 = b2 + с2 – 2bccosα; 4 = 9 + 16 – 24cosα; 24cosα = 21; cosα = 
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γ = 180° - α - β 
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 180° - 29° - 47o = 104°. 

Відповідь, α 
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Розв'язування задачі№2
Дано три сторони трикутника. Знайдіть його кути, якщо: 
a = 15, b = 24, с = 18; 
Розв’язання
a2 = b2 + c2 – 2bccosα; 225 = 576 + 324 – 864cosα; cosα = 
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 87°. 
γ = 180° - α - β 
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 180° - 39° - 87° = 54°. 
Відповідь. α 
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4-й випадок

Нехай задано дві сторони а і b та кут А трикутника ABC. Треба знайти кути В і С та сторону с.
За теоремою синусів 
[image: image137.wmf]В

b
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sin

sin

=

 маємо 
[image: image138.wmf]а

А
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sin
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Якщо bsinA > a, то задача не має розв'язків (оскільки sinβ > 1, що неможливо).
Якщо bsinA = a, то 
[image: image139.wmf]Ð

B = 90°, тоді 
[image: image140.wmf]Ð

C = 90° - 
[image: image141.wmf]Ð

A, c = bcosA.
Якщо bsinA < a, тоді існують два кути, синуси яких до​рівнюють 
[image: image142.wmf]а
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b

sin

: один із цих кутів гострий, а другий — тупий.
Якщо a > b, то 
[image: image143.wmf]Ð

A > 
[image: image144.wmf]Ð

B. A, оскільки, у трикутника не може бути два тупих кути, то кут В гострий і розв'язок єдиний.
Якщо а < b, то існують два кути В1 і В2 (
[image: image145.wmf]Ð

B2 = 180° - 
[image: image146.wmf]Ð

B1), синуси яких дорівнюють 
[image: image147.wmf]а

А

b

sin

. У цьому випадку задача має два розв'язки:
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C1 = 180° - 
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A - 
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B1, 
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C2 = 180° - 
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A - 
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B2, 
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Розв'язування задачі№1
У трикутнику дано дві сторони а = 2, b = 4 і кут α, який протилежний до однієї із сторін, становить 60°. Знайдіть інші два кути і третю сторону трикутника.
Розв'язання
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; sinβ = 
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= 2sin60° = 2 ∙ 
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 = 
[image: image160.wmf]3

 > 1. 
Задача розв'язків не має. 
Відповідь. Розв'язків немає.
Розв'язування задачі№2
Дано дві сторони трикутника: а = 6, b = 8 і кут α, який про​тилежний до однієї із сторін, становить 30°. Знайдіть інші два кути і третю сторону трикутника.
Розв'язання
Розв'язання
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0,6667; 
β 
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 42° або β 
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 180° - 42° = 138°.
Якщо β 
[image: image167.wmf]»

 42°, тоді γ = 180° - α - β 
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 180° - 30° - 42° = 108° і 
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Якщо β = 138°, тоді γ = 180° - α - β 
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 180° - 30° - 138° = 12° і 
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Відповідь. β 
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 42°, γ 
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11,4 або β 
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